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L'evoluzione della geometria secondn le idee 
cl i I{ 1e i n (*) 

lì" KJLEIN nelle sue celebri Oonsiderazioni comparative"in
torno a rUx:rche geom"etriche recenti, ProgrammapubbUcato in 
oco_asione dell' ingr6s-so neUa Facoltà filosofica e nel Senato 
dalI'Università di Erlangen. 1872 (Qomuneml3nte indicat.o oon 

- il nom~ di Pl'ogramma di Erlangen) ('i, per la prima volta ha
rilevato il significato profonùo della evoluzioU(J della Geometria. 

Noi qui mostreremo la Buggesti-va visione indicata dal Pl"O' 

gramma di Erlangell con -una certa libertà rj1Spett-oaHa. efIpo, 
aiEioneoriginale, &mpUa,ndone alcuni aspetti,. anche _in rela· 
zione -aì suooessivi en'ilnppi _della Geometria, ed -omettendo 
a.lcune parti che non sembrano assolutamente naoeflSariaper 
comprenderne 10 t;l.pi:rito. N~lJa nD>ltl'a esposizione cer<lhere.IDo 
soprattutto di notare come la interpretazione di KJ.JE11if t~ell' evo
lllZione deila Geometrìa porti 6BsenlliaJmente aH" precÌ$.azione 
del concetto di uguaglianza e ciò perché questo fg,tto. ci -ap. 
pare ora come uno dei ri$n1t-ati più notevoli delle idee del 
programma di Erlangen. 

Velemento fonda.roe:nt.ale su cui si impernia l'interpreta-
2iione· di KLEIN è il {?-oncetto di gruppo di operazio;ni e risulta, 
opportuno promettere un breve- cenno su di esso. 

(*) Queat-<> articolo riproduce sootlmiri~menta un!! conf~renlla tenuta 
dal!',A.." &\ ~ Gruppo pe.!' lo at-ddiCt della fisitla ~. della 8<J{J. -Mo.nweatlnl di 
Millmo. - - 

(I) Vergl«cketi-de &tracMu~gfm -uoer n~e geoine'U·Ì$cIte· Forsdnuage14, 
Prog'l:ar.ll Zlllll Eint.riH .in di~ pllllo8ophische Flioult!l.t etc. l Erlang~:n 1872, 
Yipubblìc.ato con a~giunte in. ,),Inthem. .A.nna!el1 • .,,-!t3 Bd. (l00S}, p8.g. 68; 
tradofto da G. FANO ~L1 • Allntill di Mftt€'-lli, pm-s e a~pìiM.1a"l l!lerlQ II, 
t. XVII {-1B90)l peg. 007. _ 



S-idfce che-,lltY"100iBme,~finito ° infinito, di opè!'aZioni 
for.ma un gmppo il) qua.ndo gode delle seguenti proprietà: il 
proàotto di due operazioni dell' insieme è ancora un' operazione 
dell' insieme, r inversa di un' operazione delP insieme ti un' ope· 
razione dèl!' insieme (di oousegnenM. ad ogni gruppo appa)'. 
tìsne r operll.zdone identi();lJ)' 

Ogni gruppo r contenntò in ungl'uppo G {e non ooincidente 
Don Gf è detto sotfogru.ppo proprio di G, 

1. - Geometria Encl1dea~ 

COD1~Ìd(\riamo la Grometria euclidea m,etrica. riferendoci pelo 
es. al piano. Qnnh,nque sia la sua organizza,zjonB e il ,suo 8vi· 
luppo logioo-deduttivo, in essa due figure si oonsidera.no uguali 
quando differiscono aolo per il posto che ocoupano, OrlL due 
tigure 1f' ed F' {del pia.no} uguali Ìn qnesto senso, :tppaiono 
cume q11.el1e per' cu.i Bsiste un mO'Ti mento (rotazione, trasla.~ione 

e 1 ti t ~· St') (} Ulla ~UJl1ne"l'la,t .oro pro (} .1 \ } . . lSpOO1Uir0 o:una opera-illOIW 
prodotto di queste che porta le ngura FRella 'figul'A. F I 

• 

Pe!' eB. in geometria euolidea metrica due. cel'chj -aventi lo, 
..teS&D raggio sorio uguali,; è ovvia in questo caso l' esisteu2ifi·' 
di nn movimento (che qui :il semplicemente una trMja~ione) il 
qUfl.!B porta un oerchio Bull' altro. , 

Li insieme dei movimenti e deUe simmetrie speculal'i (semI 
pre. nel piano) forma un. gruppo che indichiamo oon GM. 

AIì9ra :io.. g<;lometr.ìa euclidea a.ppare come quella geometria 
(Jb~ cousid~:-n)_ l1g'uaH dné figure quando sono 1raBfol'ID9,hilì 
F una. nelF alt1'a median~ un' opel'~zione del gruppo (]Jltf; questa 
geomBtria deso:rÌY8 e precisa le YIU'Ù, configurazioni, oggetto.. 
di studio da parte dì essa, proprio medianto. ie loro cltrat,tGrÌ~ 

stiche geomeiriche che. ~i mantengono invariate per le opera,... 
zioni del gruppo GM(8). 

(I) DII'. ~t: es. li ;BIANCHI: T'roria dei OrlJ.ppi di E08f.itU$ilfTt-i ecc., PisQ, 
Spoerrf) 1900, e W. BUR!':8!DE: TheMtI of GrOlipS, etc., Oambridge, 1911~ 

(!) Rioordìamo ,che tutti i movimenti ai PI)B801W oiffinere come prodotro 
di l"Otazioni. .A..ncb.é latÌ1.L.'~lll.zlone pnò int.el'p'l"etarsf intatti !lome prodotto 
ili due opporttultl rotazioni. 

(8) Da.. qU€l\;tc plUlto dì viEta il teorema 'ohe afferma che no. triangolo 
con due angoli llguaU ha ancho due Iati uguali sI può oIll1l'l"isre c()me. 
eegut'; Qlle.nd.o oeiijte un -movimento che muta il trrangolo ARO in sè
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Anzi llotiamo che le grandezZ6'euvarianti che si couside
l'ano vengono create proprio attraverso il gruppo GM: per es., 
langh.&Z'La (U uu l'egmento Ati non è altro che il concetto 
astratto indi l'iduato dalla C!a.~~e di tutti i segmenti trasformati 
di AB peI' le operazioni di Glf; .~ni11ogamel1te Bi può intro' 
durre il concet·to di am.piezza di angolo. . 

Per desc6vere un triangolo, ill~uesta geometria, ai danno 
lu.nghezz(j di Iati e ampiezze dì angoli che Bono appunto gran
de~ze invarianti per 10 opel'azioni di GJ.t. PeI'tanto €~ può dire 
Dhe la 

IO) 
aeom.ekia eoucUdea metriar, (del nlano) ap,na·re come (meUa·

~~....~ 

ohe studi-a. te caratteristiche geo~nelriohe (') delle figure che sono 
invarian·ti p6'f' le oper·G.21ioni del [J1'UppO G.ll. 

Cùnshlc1"ftzioni Rnaloghe si possono ripetere p~!' lo spaiiio 
ma. qui, come in seguito, trattin:mo lìOrH'<'l,ttutto del piano; in· 
fatti il riif~rirt3i allo iilpa.'l<io sa!'ébhe un' estensione inutile ai 
lini di una comprensione dello spirito d.el Programma, di El'
langen e anzi non farebbe altro che oomplicare 110Elposizione. 

in geometria enclidea ~i considera un) altrn. ç Borta dì ugua
glianza l' (meglio, un' altra r/3ìazioneegnaliforme): l!l BimUitu
dine fra fìb>"11l'e. Ora aue figure aìn:tili (nel piano) SOl"W tali che 

,~ flì può par;sare duB' nna aH' altra m ed i rr;:;, Le . f:rodDtti di illoyi· 

menti ed omotetie ciclf~ wodjante simiìHudini. 
:Per eG. due oerchi qualsìansi sono eempr->~ Gimili: ai trova. 

subito 1'esi6tenza di una a..ir..:.rilitudine, cnB qu.i è semplicemente 
uua omo~eti~" la quale la. paggar() daD' unù aH' altro< 

Jj ineie:roe delle sìmilitudini (nel pi:'.llo) forma un gruppo 
di operazioni ohe indiebiamo con Gs (questo f,'I'UPPO viene detto 
da RLlllN: Haupt{j'rup).'J8). . 

Ohiamiamo Gemne·hia. eu·olid·?AU 8'i?nil-e (J1{;} piano) la geometria 
che conside1'6, uguali due fignre eimìH, cioè trasformaMH l'una 
nen' altra. mediante una operazione del gruppo Gs, e,a.nalo
gamento aquantD 8i è aJfermatoper la, geometria endidéa 
metrica) si può dire che la, ceonwtri(.l,' euclidea simile è quèUa 
che studw le wra-lteristiche geome-iriche delle {i.UUr'B che wno 
ìniJat"ianti per le opemz:wni del gruppo (18 , . 

portando un angolo .A in un' altro BI!golo BI esiste l'none 1m m()ylmen~o 
(lo ateBBo} che muta il triangolo in t'è porta.urlo nn BUO lato (..:1.0) in IlD 
altro (BGI. 

(I) NotIamo ohe oon il). dlclhU'll. ~ oar3tt~l-iat:lel,a geomètrlche, ·tr~dn· 
ciamo ii • geometrieohe ]Jiglilnsuhaften» di KLE!N: nella traàuziona citata 
di G, FA:SO la 6t6&S& Ii}CU2doll€' è r~l9a r;ùn < In-opriStL1 geometriohe -. 



Per es. t in geometria. euclidea. BimBe un triangolo viene 
desoritto dando rapporti di lati e ampiézze di angoli che sono 
appunto grandezze invarianti per le operaZioni del gluppo 0'8. 

2. - GeometrlaproJettlva. 
·4

OOnllÌderiamo ,ora la comune Geomelm projeltim del piano: 
dU6 figùre in es&.a si considera.no uguali quando si può pal;-'. 
sa.re dall' una all' altra. mediante una omografia. 

Oost in geometria projettiva. un oerohio e una conica qual. 
siasÌ SODO ugnal! percbè esiste sempre un' omografia che mnta 
l'unQ neH' altra. I~er la stessa ragione suno uguali due gene· 
richeqnaieruf:l di punti del piano, due teme di punti allineati; 
sono invece diverse due quaterne di punti allineati, generiohe 
(che non abbiano lo stesse birapporlo). 

Le omografie del piano formano un gruppo Gp e allora, 
come nei cfll~i P! .lcedenti, la' geometria prQjeltiva (del piano) 
8ipu.ò rigtmn:lare ~ la geomètria che studia le caralferistiche 
geometriche delle figure (del piAno) che _8OtW. in-varumli per l.e 
(jperaz,t()t~i del gruppo Gp delle omografi:e. 

Si l)ossona ~Qn8jderRìet insieme alle omografie nel piano 
an.che le reciprocità {che mutano il piano pnn&eggiaio nel piano 
rigatol e oioè tuUe le proJeUivita (lf e pensan eguali due fio 
gUr~ quando sì pn?) paasare dali' una all' altra mediante una 
generica. projettività. Da-questo punto di vieta un oerchio è 
ugl1ale a.d unaqnalsiasi conica. luogo o inviluppo, unA terna 
di punti a.llineati Ò uguale anone ad una qualsiasi lel"n~ di 
rette ooncorrenti in -un punto. 

IIj~sieme Gpdelle projeUivUà forma un gruppo El si può 
considerare una. geomatriaprojettiva pit ampia caratterirdmta. 
da questo gruppo Gl'{grnppoprojettivo) anziché dal BUO sotto· 
gr~ppo 09 delle omografie,· come è indicato sopra. 

{I} I nomi usati, Qmollrafia, f'uiproei'A 9 proJt.tUt'i1à nel piano, OV;ò 00 l 

_WOj~ttivitA 6i indica l'Insieme dello omografie ti :reciprooH" aegIl<lRO - w: i 

Jlomenolatura molto ditlU88, òfr. per e!. G. OASTELNUOVO (L"Ì6ftf. di Od • 

"Mltd~ Attalilica; Albrighi G Sogatl, lGS8) e A. CO!lf.1!;SBATTI (LeSiotJi ( i 
Geom6tria antd(U4:a li projatuoa., PadevA, Cedam 11)29). 



3. - Sottogruppl del gruppo proJetttvo: 
Geometrie 8ubordlnate. 

Vediamo ora, attraverso alcuni esempi, come si possono 
. conaiderare delle geometrie carattel'illi~ate da Bottograppi"' del 

gruppo projettivo. 
. a) A.nzitutto il gruppo G8 delle stmiUtudini relativo .alla 
GrometriaeucUàea simile del piano, è un 8oUogrnppo dal gruppo 
Gp delle omografie. PreciBament.e il gruppo Gs dene, 8imili· 
ìlldini Bi presenta come il sottogrnppo dello operariioni di G, 
(lhe lasciano ferma coma insieme la coppia dei p~nU ciclici o 
(il che Ò le stesso I l'insieme dei cerchi del piano e) . 

In quanto il gruppo GB della geometria euclidea llimile 
è un sottogruppo tlol grùppo Gp della geometria projettiva ii 
dièp, eon KLE1N, che la geometria euclidea t.limile è 8ubordi. 
na.ta alla geometrIa projettiva. ' 

Notiamo inoltro ohe due figure F ed F', ugnali in geome
tria simile, in geomotria projHUiva si presentano come quelle 
per cui osiste nna omografia (operazione di .Gl'ì ohE' porta. la 
figura F' e la ooppia. dei punti ciolici ri!lpeUivamento nella. 
figura F' e nella coppia dei punti ciclici. 

In relazione a questo fatto Bi pIli) affermare (~be le caratteri
stiche geometriche degli enti E oonsidorate nella geometria eu· 
clidea simile sono ca.ratteristiche geomeiriehe considerate dalla 
geometria projettiv8 ma por gli enti E' 'ottenuti associando or
dinatum~nte agli E 1'Ante V dato dalla coppia dei punti ciclici. 

Oonsi<1era:doni analoghe si pessono fare neno spazio ove 
pure la geometria euolidea aimne appare subordina,a, a qnella 
projeUiva, avendo per grllppo il aottogrnppo delie omografie 
~)he lasciano fermo il cerchio assQluw (conioa all' infinito co
mune a tutte le sfere {'H. 

(I; LR seconda ~arlltterizzazjone, con l'uso dei oerchl, PIlÒ apparire più 
opp()rtnna quando sipalll'i alla geometria del piano dal. pDnti reali 10100, 
fi"at~, un riferimento, avenii coordinate dàt& da nnmeri :realI). Tll«&via 
qui, comE> in seguiio, potremo Ren.' aUro pensare aUa geomeiria del piano 
dei plll1U comp1988L (cioll aventi cnordinattl date dE. due numeri compleasl). 

(t', Fill!lBto nello spazio un sistema di coordlnl\ttl cartesiane ortogonali 
omoganee ZI, :t~., x~, :t" ì I oElrohio aEllllOluto risulta definit() dalle equazioni 

i x/. t + ~:! +- x.' = O 
( z,=O. 
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Anche la Geometria eucli.cùa fn,etrtea (nel piano per es,) ca· 
ratterizzata, come sì è già. indioato sopra, dal gruppo GM dei 
movimenti e delle simmetrie specular;, risalta· subordinata alla 
Ge<»netrici euclidea 8imile: il suo gruppo GAl, infatti, è uu 
sottogrnppo del gruppo delle aimilitudini,. preoisameute quello 
costituito daUe aimilitudini cho lasC'li\no fermo ZÒ in.sieme V dei 
cerchi (,'()'n- ~m~ ·ste.sso raggio (1 j, 

b)· Nel gruppo delle projettività (del piano) notiamo il 80t·', 

togruppo 'delle affinità, cioè dene projettività. chtl lasciano ferma 
l,l< retUI. imlwopria e COiMid.eriamo uguali due figlll'e {del piano) 
che siano trasformahili F llna neH' altra mediante un' affinità, 
DR questo punto di vista un cerchio è uguale ad m~a qual. 
siasi ollisse i'), un. quadrato ad un qualsiasi parallèlogramma; 
un quadra.to luvbce ti sompro diverso da un trapezio, 

Chiamiamo Geometria affine quella che considera. q nesta 
uguaglianza; essa è ,;gratteTizzata dal grnppo dell", affb1ità e 
risulta suhordinat'l alla ge(lmetr·ja projettiva. 

fA,AllHl;:;gamonte quanto 81 è dotto ìn al, le c'lmtim'il,ìtidI9 
geomoh'iohe dogli enti E riìevnt(~ daila geomet,da. a-ffiUfJ pos· 
sono COIHliderarsi (lome cal'tltterigb:he g!~mne~fwhe rilevate 
dalln geometria projetth'a ma per gli enti E' ottenuti a88('(;ìau<io 
ordinatamente agii Emti E r '~Jtl:l Y dato dalla n-da improprig, 

'l'alfi) g~\{HD.etl'ia aLtino a sua. volta contip-no come t\ubol'di. 
nata la (il',f)trtett·f,a. erptiaf{lne camiterizzata dal 50!togrùppo d01h:., 
aWnità. aV>.inti 1'aJ}pQrtò 1 (3). Poiehè queste partinolllri affinità 

(I) Quest,; gruppo 0M @i la.!;cìR (laraì~ri:lizare and18 di.erMillllnto: esso 
pnt. Ilpparire '-";Ime quello dello simiHtuiHni n m.odulo 1. oppure conl', quello 
"hl!) muta in $" }' e<>pr<;ssi'Jfi9 Xi +- yf = 0, !lenza a,l«11'IU'1l0 il primo membr'') 
lÌi 'ID faltore numerico. Dal punto di vista proJGHivo, Il in modupiù l:Iigni. 
fioativo, (''''BO pne. ',Bsere (!at'aHe~·izz~to alleh\) in uno dei due modi Iileguenti; 

j ") Come il /,''l'UppO delle projeHivit1\ che a.mmeita quali operaf\Jonl 
t>lementari ge.nerRtrici le Qmologie armoniclie dci piano che ne scambiano 
i punti ciclici, oioè i ribaltanleiltì; 

2<') Como il gruppo delle projettività del piane>, ciasGUD& (lello qualJ 
gode della propriètà di essere trasformata nella propria inversa da un'omo· 
logi8 armonioa scambiante i punti eieÌ!ei (per 'luedo due ultime caratte· 
riz5llzioni, v. O CHIsrNI: 1l grKppo delid CO#gY..~natl del piano mUa geo, 
metria jWQj6Uit'a, < PerlodieQ di Matematiphe., voI. .XV (1935), pago 133)· 

(I) E anche ad ona qualsiasi iperbole quando 8i considerino l'UN I\ffi· 
niià� coneql1llllionl B coefficionti immaglnlll'l. 

(8\ In ogni Ilf.finìt./l ~, eostante il rallporto <lelle are9 corrispondenti. 
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mantengono le aree, tale geometria considera le aree fra le 
proprietà che caratterizzano le figure. 

c) Consideriamo ancora il BottOgruppo delle projettività 
piane dato dalle autografie (.Ire mutanQ in sè una qua~<J8Ì co· 
'Idea a8segtwm C (detta fondamentale) e la geometria che trattR 
le carattetistiche geometriche delle figure che 80no jnvari~nti 

per le operazionì di questo sottogruppo (l). 
Tra le Cltratteristiche geometriche considerate da questa 

geometria le più notevoli 80no il birapportoformato da due 
punti, quaIE!iasi di. una. retta. con le intersezioni tagliate da 
questa sulla coniea 0, e quello di due rette per nn punto P 
e le tangenti da P alla conica C. . 

Si verifica che la geometria euclidea metrica (del piano) 
rientro. in questo, tipo di geometl'ia come. QUO limite: la sua 
conica fondamentale C diventa, come luogo, la retta impropria 
contata due volte, come inviluppo, la coppia dei punti oiclici. 

dI Ricordiamo un ultimo esempio che ha importanza per 
le Bue applicazioni nella fisioa. moderna. 

Consideriamo uno spazio S, e in esso le omografie che lo 
mntano in sé>. Fissato in S. nn siE!-tema di riferimento oarte
siano ortogonale con x, y, z, t coonlinate non omogenee di un 
generico punto, sia ~r la. quadri ca intersezione dell' S. all' infi· 
nito di S, con l'ipercono ZW +. 'fl + iI~ _. c! ti = O (analogo al 
cono Xl + 1/ -+- et = 0, che nello spazio ordinaI'io taglia il cerchio 
assoluto ~1UJ pinno improprio). 

Consideri,lmo ora le omografie di S, che lasciano fflrma V 
e fra esse in particolare quelle che non alteralln neppure 
di un fattore numerico il primo membro della 9quazione 
:K-1 + y' -+ e' - Gt~! = O: queste ultime formano un aottogrnppo 
del gruppo delle omografie detio gruppo di LORENTZ. 

Si può pen8are ad una geometria legata a questo groppo; 
in e8sa risultano invariantì le eqna&ioni fondamentali della 
elettrodinamica secondo MA.XWELL. 

Dagli esempi ora mn~tra.tiappa.re quanto segue. 

(i) Questa geomeiria risulta qu&l1a non eu.clidea ellittica quando si con· 
slderi Ulla oonica C rea19 e si. pensino punti del piano 8010 quelli interni 
alla conica C (conica di Kt.BI~I. Clr. per 9. F. ENRIQUES, QMestWnirigttar. 
datati le mtdematidre elenaefStari, p. I, vol. II, art. XI: À. BollOLA: SMUa 
teoria ddl!: pa-rl1UeltJ tJ $Ulla goometria notò eMCUtieC{, § 23 e,~~g., pago &1, 
:Bologna, ZanltlhelU 1925. 
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In corrispondenza ad ogni 8ottOgrUPpo r del gruppo Gp 

delle omografie (nel piano per es.) !li può pensare ad una 
geometria c!1ratterizzata dal gruppo r, finbordinata alla geo
metria projettiva. 

Questa geometria legata al gruppo r può essere conside
rata anohe diversamente quando il sottogroppo r sia visto 
come l'insieme delle operazioni di Gr> che lasciano fermo un 
certo ente V (appartenente aUa eIa.Bse degli enti su oui, opera'. 
G",). Preoisamente: le caratteristiche geometriche di un ente E 
tratt.ale dalla geomotria collegata al gruppo r possonc Rppa· 
l'ire come le caratteristiche geometriche traUate dalla geome· 
tria prùjettiva, legata al gruppo G", ma per 1'ente E' costi
tuito associando ordinatamente gli enti E e ll. 

Gli esempi sopra ricordati sono stati considerati anche dr. 
questo punto di vista. e nei vari casi è stato pnre indicato 
l' ent<) V corrispondente. 

4. - AmpUamento delle geometrIe. 

Nel paragra.fo procedente si è mostrato come da una geo
mf.\hoia (per es. la projettiva) Eli POSllollo·dedurre altre geometrie 
oaratterizv.ate da 8oUogruppi del grnppo relativo allR. geometria 
da cni si è partiti. Ora sipnò .pensare ad un procedimento 
inverso, oioè partire da Ulla certa geometria caratterizzata da 
un grullpO G di trasformazioni, amplìare ìl gruppo G e consi· 
derare una. geometria caratterizzata da questo gruppo ampliato. 

Di oiò diamo nn primo t'aempio, :rìpol·tato da KLEIN nel 
suo Programma, ma di ben lunga più importanti per losvi· 
luppo della geometria. sòno lo estensioni che tratteremo nei 
due paragrafi successivi. 

Cou8ideria.mo, nel piauo per aB., il gruppo Gs dello simili· 
tudini, relativo alla geometria ouolidea similo· e ampliamolo 
aggiungendovi le trasformazioni per raggi vettori reoiproci 
(inversioni ciroolari) ('). 

Si ottiene un nuovo gruppo Gl che contiene Gs come sot. 
togrupPQ. Si ~limof,tra, tra 1'altro, che questo gruppo Gr ò dato 

(Il Uicordillmo la definizione elementare di t&1itra&formalltonl IdeI 
piano): fi68ato un centro O • una ooe.mnte k, ad un punto P del piano ~i 

fa corrispondere \Ul punto P' allineato con 09 P per cuI OP. OP';::.~ 'k. 
Tali trllBfo:l"mazloui !lono biunivoche (con eccezioni) e godono dellA pro. 
prietà di e88è1'e oNociolicho ed i8Qgonali. 



da tutta El sole le trasformaiioni biunivoohe del piano che mu- . 
tano in et. l'insieme dai cerchi e delle ratte. 

Si pub c0118iderare allora la geometria <Jhe rileva. le carat
teristiohe geometriche dello figure invariauti per le operazioni 
del groppo GI ; qn8ilta geometria è chiamata daKJiRIN G('.()· 
metri>:f, dei raggi -uettorl reciproci. 

PoioM la trasformazioni di Gr conservano gli angoli, una 
delle caratteriatiche geometril)he delle figuro considerate da 
'luesta gaometria. è appunto l'ampiezza degli angoli. 

La geometria dei raggi vettori reciproci rìAu1ta un amplia
mento dena gt<ometrìa euclidea simile, la quale appa,re allora 
oaratterizzata dal sottogl'UppO I.G8 ) delle operazioni di Gi che 
mutano in sè la., varietà V delle re-ttedel piano. 

5. - Geometria algebrIca. 

Iilutttriamo ora l'importante ampliamento della geometria 
projeHivll. ilato dalia Geometria a,lgelwicao 

Rifm'iarncci sempre al piano, considerato .come insiE'lme di 
punti l"eaH ? compIe,,!>i; in esso aia fissato un .sistema di coor
dinate (p'H' as. (;arte!3iane ortogonali) El siano x, y le coordinate 
di un ptlnto P ed z', 11 le cool'tlinate del punto p'. ad esso 
oorrispondente in una. corta trasformazione. i-lnando questa 
trasformazione è una omogrnfia il legame fra. le ooordinate 
di P e p. come è noto, è, il soguente 

ove 'PI' Ifl' X, Bono gonerici polinomi lineari in :v e 1:1 (I). 
Badando Il questa rappreseutazione analitica d.elle projet

tività. (t, e rioordandQ che le projottività. sono dello trasformazioni 
biunivoche, appare naturale considerare come loro estenBione 
quelle trasfol'ma.tlioni del piano ohe siano rappresenta.te da 
equtlzIoni 
(li :xf = ~(roy) ti = ~y(xy), 

(f) RicordililDo che ìl det9rminAn~~ del coefficienti di (jl!, (~" XI> deve 
elleere diverso di'l seN' affinchè la cl)IThrpon<leuzll 61ft effettivamente blu· 
nivoca. 

(") Om<lgt'llfie 'le x' El 1/' f;Ono cr.meeplt-e, COlliE! qui, qOllli coortlinate di 
punti e reciprocità quando siano concepite quali coordinate di rett-e. 



con {f e t funzioni rariionali di x er, tali che da esse Bi pott. 
aai10 l'ic.'\vare ::c e y oome funzioni razionali di ~' e 11 C). 

Queste tra.sformuioni ve~gono dette traSffWJnarion'i b·im· 
zionali. 

Un esempio di 6688 li dato dalla trasformuion.e per raggi 
vettori reciproci considerata nel paragrafo precedente (!). 

P~rtioolare caso notevole di· t1'a6formazioni birazionali è 
qnellodelle tr~formazion;' quadratioke, per cui le equazioni, 
(lì eono del tipo 

11 _4',i2) . -X, 

ove (fI" iJ" XI sono polinomi di secondo grado in x '3 y, op·· 
portuni affinchè le (2) Biano razionalmente invertibiU rispetto 
ad X e y. 

Si dimostra che ogni trasformazione birazionale è uguale al 
prodotto di un numoro finito di trasformazioni quadratiche t'J; 
pertanto le traP3formazior:i quadraUche risultano eseere le ge
neratrioi dell' insieme delle trasformazioni birazionali. 

Ora l' insieme delle trasformazioni birazionali del piano 
forma un gruppo: il gruPPI) Cremoniano Go .. ChiamiltmO geo
metl'Ìa I\.lgebrica, del piano, quella ohe considera le caratteri
stiche geometricho delle figure che sono invarianti per le tra· 
sformazioui (birazionali) del grnppo Ge. 

Con questo ampliamento la geometria projettiva dol piano 
(punteggiato, per es.) sì può considerare come quella relativa 
al sottogruppo delle trasformazioni del gruppo Cremoniano che 
lasciano ferma la varietà V delle reUe. 

Considerazioni analoghe valgono per lo spauo e in generale 
per uno spazio lineare q ualeiasi. . 

(Il Cll". per es. ENRIQllES e ORlSIN1: Teoria· gelJmeh'ka dene 6ql«Miooi 
(! delle fUfU!ffH&i alge1;ric1t8, TOI. 111, L. V, cap. II, § 00, pago 100, Zanlchelli, 
Bologna; Enciclopedia delle ma.tematic1t.e eleMentar" v01 Il, p. ga, art. 
XXIX, O. ORlSllU: Geometria elementare Il ma temafichs svp6f'Wrl, pago 
617, § 8, Hoepli, Milano 1938. 

(') Quando si. ponga l'origine di nn sistema di assi cartesiani ortogonali 
nel centro O ('~fr. nota (l; & pag.20) le aquazioni deUa trasformazIone per 
l'4gg1 VG11.o1"i recJprotli sono 

, kre ; 'kg:II!=-- y---
~1 -t. 1/: - (tt + yt • 

(ai Cfr. E.Il1UQUB& e OUJSINI: ,2'eorÌ4 ec:e., l. o. vol. III, L: V) cap. II. 
i 20, pago 1m e aegg. 
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Accanto alle trasformazioni birazionali fra spa-zilineari (per 
es. fra piani) ai poggono oonsiderare trasformazioni birazionali 
fra gli elemt:lnti . di due varietà qualsiansi, per es, due curve, 
due superfioie, eco., cioè trasforlnazioni biunivocbe, espresse da 
funzioni razionali, fra gli elementi delle due varietà stesse. 

Per es., data. una qllartica gobba Q di prima specie ai'ano 
K llna qnartica piana proJe~ione di Q da. un punto generico 
dello spazio e K' una cubica piana projezione di Q da un pnnto 
di Q; fra le due ourve K e K' ",i può considerare la trasfor
mazione che muta 1'uno nell' altro i pnnti che sono pwjezion€l 
di uno stesso punto della quartiùa Q. QUei'\ta trasformadone è 
un esempio di trasformazione birazionale ira. due <ùlrve. 

Auclle le t.J:a~formazìoni biraziOllllli che portano lIna varietà 
in un' altl'lt (oventualmente coincidente con la prima) fOrmltllO 

grnppo. 
Ora con €lRtentlin1l8 ili altro tipo, si ImI) peneare, invece 

che a geomdrie 8l.1 vadetà linea:d, fJ, geometrie 811 varietà 
qua1sil\~i: eurve, superfioie, ecc'. e in particolare, in relazione 
[tUe t)'Rsfol'mazioni birazioI;p.li, si l'l.vn.nno UDl~ geometria nlge. 
hriCfl sulla curva, lIna geometria algehrica auUa.fmpel'iìcie, ec{~, 

Allora si potrà chiamare geometria algehrioà in una va· 
rìet<\ li! qualsiasi queUa eho consiitel'R te earaUeristiche geo
metriche degli enti di lV che rimangono invariatt:l per !~ Opl;'

razioni del grllppodeile t-rasforma.:doni birlulÌQDali entro 1fT. 
lUcol'(liamo ChOJIl geometria nlgehl'ka r ordine {li una curv~ 

81gl)bl'iea non è una (\aratteristica invaria,nle, lo sono invece 
per es. il genere (t) {li un.a ourvA. !lìgehrìoa {numero cssen
zialm\mt,} intero positivo o nUIiI!}, i moduli di una cn"!""Va, alge
brica (') {numeri questi oomplessi~ variabili con QontinuitA). 

Cosl accade che in geometria algebrica !'Iono uguali un cerchio 
cd una cnbic~~ piana con un punto doppio (che hanno j'.> stesso 
genere zero); Bono pure ugua.li dne cubiche senza pu~ti doppi 

(i) Il genere di una curva ~lgebrioa piana di ordine n si può definire, 
nel modo ph\ accessihile, ma anche meno significativo, come il . lIlumero p 
dato dR 

(ft - H'tt- 2) 
p = -'----'jf---"-' -- b - k 

ove b e k SODO rispettivRmenb il numoro dei punti dnppf e delle cw>pidi. 
Cl) Cfr., pOI' ilS. ENJ1IQUES e ClUSINI: 'lcoria goom.• f',cc" l.e.vo1. III, 

L. V, cap. ili, § 33, pago 81)5 e eegg. 



12 L 'f,t'f)ìIWion~ della geom.etria 8ccoll4o le iàe~ di Klein 

con ugual modulo (cheqni ~ il birapport,o delle quattro tan
genti altrove uscenti da un punto qua.lsiasi della cubioa); non 
8ono invece uguali una oubica con pnnto doppio e ùna oubica 
8&nZa punti doppi (('he hanno generi diversi). 

6. - Topologla. 
. Si- puo anoora ampliare il gruppo delle trasfol'muionÌ bira

"lonali, e avere, in COl'ri8pOnden~a, una nuova geometria Il oui' 
eia Bubordin&.ta la geometria algebrica. usando le tras{()rma
dOffi ·Mntinua. 

Due varietà, concepite per CB. come luogo di pnnti, si di· 
cono in oorrispondenza biunivooa e oontinua quando le coor· 
dinate di un punto dell'una 8i possono El8primero mediante 
funzioni univoche +} continue del oorrispon(lente punto del
l'altra; l'operazione che cosI fa. passare daU' una all' altra va
rietà ai dice trasformazione c~ntinnR od omeomorfismo (1), 

La pitt geneJ'a.le trasformazione di questo tipo non è data 
da funzioni di carattere analitico; negli esempi pilì Qomuni 
pel'~, essa può 8cind~r$i in un insieme di trasformalioni ana· 
litiche, operanti ciasouna su una parte degli enti in esame. 

Per es. consideriamo (v. fig. 1} un cerchio e un quadrato 
eoncentrici con oentro in Q e lo. trasformazione che porta 
un punto P del eerchio in un punto P del quadrato, essendo 
p e P allinoft.ti con O e dalla 8~S8& 

parte rispetto &(1 O stesso. Questa 
trasformazione è una, trasformazione 
continua ·la quale può rappresen
tar8i analiticamente per ciascuno dei 
quattro quadranti AB, BO, OD, DA. 

È . importante notare che una 
traBfol'mazione oontinnafl'& due va· 
rietà W e W' lasoia inaUel'ata la. 
relazione di vicinanza, cioè muta FilO_ 1. 
p intorno di nn punto P di W nel. 
l'intorno del punto corrispondente P di lV' oìoè, più preoi

(l) Cfr. per 6~. ENfUQUES e CmSlNl: T.wria geom. eu., te. votI. L. II, 
p, 9ft, art. XXIX; SE'VERI: Conferlmso di Geometria Cllgebrica, Roma 1927, 
1928; Bnrlclopsdia delle mat~l1IaUche elementari, TOI. II'', p. 28', art. XXIX; 
O. Cllumu: Ge()m(jt~ia elel1lli..tarll e matematiche 1o't'jH;ri<;·ri, J. c. §§ a, .,5. 
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samente, se nn insieme 4.i punti '.Adi W ha per punto li· 
mite il punto P, l' insieme dei punti A' di lV',' trasformati degli 
.A, ba per punto limite il punto P' (corrispondente di P) di W'. 

Tali' trasformazioni continue oontengono, evidentemente, 
come oaso particolare le precedenti t.rasformazioni biraziona.1i. 

Le trasformàzioni continue (,he operano su una oertav&
rietà. (per es. sul piano) formano un gruppo il quale può carato 
terizza.re una. geomet,"ia. Su quella variètà.. Tale geomètria, che 
considera le caratteristiche geometriche im'arlanti per il gruppÒ 
delle traeforroazioni oontinue, viene detta TopologW- o Ana
lysis sitUB. 

Ricordiamo ohe sono figure top'.>logicame.nte equivalenti un 
cerchio e un quadrato, un cerchio ed una qualsiasi Hnea chiusa, 
una sfera ed mia piramide; non lo sono inv(\ce una sfera e 
un toro (anello). 

Sono caratteristiche geometriche che considera la Topologio: 
la connessione delle superficie, il faUo cho cicli e superficie 
siano unilateri c bilatori, la omologia e 1'equivalenza <li aicli 
im una superficie, ecc. (ii. 

7. - I.. ' evoluzione della geometria. 
Il concetto() di ugnagl1anza. 

Dopo quanto è stato illustrato si pub in genomIe affermare 
cii) che segue, 

Dati: a) una. varietà lV di elementi che potremochiamaro 
punti, 

b) un im'lieme di operaZioni, effettuate su talì punti, 
che costituiscano un gruppo G, 

è eomprep08!libile costruire una geometria che ()ùn:31dera lo 
cai'atterìfi~iche' generiohe degli aIlti, formati Mi punti di W, 
le 1}uali sianòmvarian~i per leoporazionidel gruppo G. 

Inoltre.. una qnalsiQ6i geometria riguardante una varietà W 
con gruppo G, pubammèUere delle geometrie auool'dinàtere. 
lat.ive ad ogni sottogruppo r del gruppo G. 

La oaratteristiche geometriohe della figure considerate dalla 
geometria a gruppo G 8~~~metria 

~ -. ' 

~P~~~' ' . 
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a gruppo r; quest' ultima però conoidara anche aael1~nmratte~ 
ristiche di cui non si occnpa la. prima geometria perchè non 
iovarianti per tutte le opel'azioni di G. 

Se poi si defiuisce r come ilsoUogrnppo di G che lnltcia. 
fermo un ente V di W, le cara.tteristiche gQo~riche degli 
enti E di W considerate dalla geometria relativa a l' p0880nG 
apparire come caratteristiche geometl'iChe trattate dalla geo
metriarelativa ",l gruppo a, ma per gli enti E' costituiti a880..... 
oiando ~rdinatamente gli enti Ee V. 

AJla luce degli esempi dati e delle considerazioni generali 
indicate vale la !)eDa fare un -riassunto dell' evoluzione della 
geometria secondo KLEIN, riferendosi alla varietà W data dai 
punti del piano (o dello spazio). . 

In essa si possono considerare i seguenti gruppi di trttsfol" 
mnzioni, ciascuno 6ottogruppo del snccessivo (senza però che 
ciMcuno di essi sia Bottogruppo massimo nel preC'f!ldente). 

Il Il gruppo dei movimenti e delle simmetriespeculal'i, 
III Il grul'?-' delle similitudini, 

III) Il groppo delle traaformazioni projeUive, 
IV) Il grnppo delle trasformazioni birazionali, 
V) Il gruppo delle trasformazioni oontinue. 

Oorrispondentemente si hanno le seguenti cinque geometrie; 

II Geometria euclidea metrica., 
.. III Geometria euclidea simile, 
"III} Geometria projettiva, 

IV) Geometria algebrica, 
V~ Topologia. o Analysis sUna. 

Notiamo che quando si pass,. da una geometria aUa geo
metria, Buccesaiva, più ampia, si estende la 0la888 delle figure 
uguali· ad una data: per es. J come si è visto, un cerchio 
io. geometrIa euolidea metrica è uguale solo ai. cerchi che 
hanno il suo ste880 ragllù, in geometria euclidea simile è 
uguale a tuUi i oerchi, in geometria projetUva a tutte le co
niche, in geometria algebrica a -iuUe le curve razionali, iu lo· 
pologia a un -qualsiasi oirouito ohiuso. 

D'altra parte passando da. un~ geometria alla suocessiva 
dimiuuisce il Dllmero delle Qaratteristiche geometriohe· delle 
figure che vengono considerate: per es. basta pensare al cero 



chio di :oui si danno tante propl'Ìeti't in geometria euolidea e 
di cui si può dire 8010 che èun oircuito chiuso in topologia. 

Però le caratteristiohe geometriche considerate dalle geo
metrie più ampie risultano più importanti e profonde. 

Ooncludendo, si può dire che per le sucoessive geometrie 
il oontenuto va diminuendo ma ciò che rimane è più impoi
~Ie ed e88eDziale. 

. Ed infine notiamo come la interpretazione di KLEIN del· 
l'evobuione della geomet..ia porti essenzialmente ad una pre. 
oieuione del conceUo di ugua.glianza. 

Nella geometria euclidea metrica due figure sono ~guali S8 

differiscono BOlo per il posto: si è notato che questo fatto 
equivale a dire che il passaggio dall'una all' altra si può rea· 
lizzare con un' operaaione. del groppo dei movimenti e simme
trie speculan. Tali operuioni 80no delle particolari tra8forma
zioni ed è allora naturale pensare di .sostituire ad eSlie altri 
tipi di trasformuioni. 

Come si è vieto, con queste estensioni si ottengono delle 
nuove geometrie per ciascuna delle quali due figure sono 
uguali se si pub pa88&1'8 dall' una all' altra coli una trasforma·· 
Etone del gruppò che Bi coB&idera. . 

In generale, comunque Bi introduca una relazione eguali
forme in geometria, di rumco ad 888& si trova 8empre un 
gruppo G di trasfoJ'lOuioni e due figure risultano uguali se
condo la r~la1iione ìn esame quando si possono mutare r una 
nell' altra con una trasformàsione del gruppo G (i). 
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